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ABSTRACT 

The main purpose of this article is to use Trotter-Rényi distance to solve 
Poisson approximation problems in d-dimensional space. Besides 
solving the problem for the case of determination sums, this article also 
considers the case of random sums. The results are extensions and 
generalizations of some known results. 

TÓM TẮT 

Mục đích chính của bài báo là sử dụng công cụ khoảng cách Trotter-
Rényi để giải quyết các bài toán xấp xỉ Poisson trên không gian d-chiều. 
Bên cạnh việc giải quyết bài toán cho trường hợp tổng tất định, bài viết 
còn xét cho cả trường hợp tổng ngẫu nhiên. Các kết quả nhận được là sự 
mở rộng và khái quát hóa một số kết quả đã biết. 

Trích dẫn: Lê Trường Giang và Trịnh Hữu Nghiệm, 2018. Xấp xỉ poisson trên không gian d-chiều qua 
khoảng cách Trotter-Rényi. Tạp chí Khoa học Trường Đại học Cần Thơ. 54(3A): 53-58. 

1 GIỚI THIỆU 

Cho  , 1X nn  là dãy các vectơ ngẫu nhiên 

độc lập, nhận phân phối Bernoulli d-chiều trong 

 , (1), (2), , ( ) ; , ,   d X X X X d k dk k k k  

với xác suất thành công 

( ) [0,1], 1, 2, , ; 1, 2, , ;

( ) 1 [0,1],
1

    

    


 P X e p k n j djk kj
d

P X pk kjj

  

ở đây, (0, ..., 0,1, 0, ..., 0) de j được ký hiệu 

là vectơ nhận giá trị 1 tại vị trí thứ j và nhận giá trị 

0 tại các vị trí còn lại; (0, 0, ..., 0).   Đặt  

      1 , 2 , ..., ,
1

 


n
S X S S S dn n n nkk

 

trong đó    .
1

 


n
S j X jn kk

 Ta ký hiệu 

 ( ) : ( )
1

,   


n
j E S j pn n kjk

{1, 2, , } j d  là 

kỳ vọng của tổng thành phần ( )nS j  của nS . 
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Phân phối của 
n

S  được xấp xỉ bởi phân phối 

Poisson d-chiều 
n

Z  với vectơ trung bình 

 (1), (2), ..., ( )    dn n n n , ta có 

   

 

( )
,

1 !

, , , ,1 2





  



  

    
 
 

 

m jjd j nnP Z m e
n j m j

dm m m md

  

trong đó  

   0,1, 2, , ( ) ( ) .
1

    
 

n
j E S j pn n kjk

 Để tìm hiểu chi tiết hơn về phân phối của các 
vectơ ngẫu nhiên trên, bạn đọc có thể tham khảo 
Deheuvels and Pfeifer (1988), Barbour, Holst and 
Janson (1992), Chen (1975) và Roos (1998). 

Trong suốt tiến trình phát triển của lý thuyết 
xác suất nói chung và các định lý giới hạn nói 
riêng, bài toán xấp xỉ Poisson trên không gian d-
chiều đã thu hút được nhiều sự quan tâm của các 
nhà toán học trong và ngoài nước. Các ứng dụng 
của bài toán này trong thực tế ngày càng trở nên 
cần thiết và đòi hỏi phải có một cơ sở lý thuyết mở 
rộng hơn nữa. Một số ứng dụng có thể được tìm 
thấy trong nhiều lĩnh vực như phân tích kinh tế, 
bảo hiểm, bài toán đầu tư, bưu chính viễn thông,... 
(Nguyễn Duy Tiến, 2000; Minkova, 2010). 

Năm 1980, trong một bài báo đăng trên tạp chí 
thống kê của Canada, McDonald đã cho ra một kết 
quả của bài toán xấp xỉ Poisson trên không gian d-
chiều, 1,d  ( McDonald, 1980), 

   
2

2 .
11     
 

 
 
 

n d
P S m P Z m pn kjn jd km

  

Ra đời vào năm 1972 bởi nhà toán học lỗi lạc 
ngời Mỹ - Charles M. Stein, phương pháp mang 
tên ông (phương pháp Stein) đã không ngừng phát 
triển và được áp dụng cho hầu hết các định lý giới 
hạn trong xác suất (Stein, 1972). Sau đó năm 1975, 
một học trò xuất sắc của ông là Louis Chen, đã cải 
tiến phương pháp của thầy mình và áp dụng thành 
công cho bài toán xấp xỉ Poisson (Chen, 1975). Cái 
tên phương pháp Stein-Chen cũng xuất phát từ đó. 
Năm 1988, Barbour đã sử dụng phương pháp 
Stein-Chen để đưa ra một cận của bài toán và cận 
này thì tốt hơn cận được McDonald đưa ra năm 
1980 (Barbour, 1988): 

2 2
1

min log (2 ( )) , ,
1 1 11 2 ( )



    

  

     
    
     

pn d d dkj
d j pnTV kjj j jk jn

   

trong đó     log max 0, log


x x  với x  

và TVd  là khoảng cách biến phân toàn phần, được 

xác định bởi 

   
   

sup

1
.

2





   
 

   
 





d P S A P Z AnTV ndA

P S m P Z mn ndm

  

Trong hai năm liên tục, 1998 và 1999, Roos B. 
đã cho ra các kết quả đặc sắc sau (Roos B., 1998, 
Roos B., 1999): 

 

2
1 1 2min ,, 2

1 12 3 
  

 

  
     

d n
d e pTV kjj kjn

  

2 2

8.8 min , .
1 11 ( )

   
 

   
  

   

pn d dkj
d pTV kjj jk jn

   

Cũng với phương pháp Stein-Chen, Barbour và 
Chen đã chứng minh được kết quả sau vào năm 
2005, được đánh giá là cận sắc bén nhất trong các 
kết quả khảo sát (Barbour and Chen Louis, 2005): 

 
2 1

2 min 1, min 1, ,
2, 1 12   



 
  

     
   
      

dTV

d n
p pkj klj l ke lj l l

   

trong đó  

 1 2 2: ; : ; :
11 1 1

        
  

 
 
 

n d n n
p p j pjkj kj kjjk k k

 và  
1

: max 1 .
 

 
j kj kj

k n

p p   

Ngoài ra, còn rất nhiều các kết quả cho các bài 
toán xấp xỉ Poisson nói chung và xấp xỉ Poisson 
trên không gian d-chiều nói riêng đã được các nhà 
toán học giải quyết, chẳng hạn như các kết quả có 
trong Deheuvels and Pfeifer (1988); Barbour et al. 
(1992); Chen and Rollin  (2013); Tran Loc Hung 
and Le Truong Giang (2016a); Tran Loc Hung and 
Le Truong Giang (2016b). 

Đa số các kết quả cho bài toán xấp xỉ Poisson 
trên không gian d-chiều chỉ dừng lại xem xét ở 
trường hợp tổng tất định (tổng của các vectơ ngẫu 

nhiên với chỉ số của tổng là xác định, ký hiệu
n

S ), 

rất ít các kết quả trong đó có xét đến tổng ngẫu 
nhiên (tổng các vectơ ngẫu nhiên với chỉ số của 

tổng là một biến ngẫu nhiên, ký hiệu 
n

N
S ). Với kỹ 



Tạp chí Khoa học Trường Đại học Cần Thơ  Tập 54, Số 3A (2018): 53-58 

 55 

thuật tương đối đơn giản, bằng cách sử dụng 
khoảng cách Trotter-Rényi, bài toán này cho cả hai 
trường hợp nói trên đã được giải quyết.  

Bố cục bài viết được chia làm bốn mục. Mục 
thứ nhất dành cho việc giới thiệu tổng quan vấn đề 
nghiên cứu. Mục thứ hai trình bày phương pháp 
khoảng cách Trotter-Rényi để làm cơ sở cho việc 
chứng minh các kết quả chính ở mục thứ ba. 
Những kết luận của vấn đề nghiên cứu được trình 
bày ở mục cuối cùng của bài viết này. 

2 PHƯƠNG PHÁP KHOẢNG CÁCH 
TROTTER-RÉNYI 

Năm 1959, Trotter đã xây dựng một công cụ 
toán tử mới để chứng minh định lý giới hạn trung 
tâm, đó là toán tử Trotter. Năm 1970, Rényi đã áp 
dụng thành công toán tử Trotter cho bài toán xấp xỉ 
Poisson. Toán tử này còn được gọi là toán tử 
Trotter-Rényi và khoảng cách xác suất dựa trên 
toán tử đó được gọi là khoảng cách Trotter-Rényi 
(Tran Loc Hung and Le Truong Giang, 2014). Dựa 
trên định nghĩa của Rényi (1970), toán tử Trotter-
Rényi trên không gian d-chiều được xác định như 
sau: 

2.1 Định nghĩa 1: Một toán tử tuyến tính 
X

A  

liên kết với một vectơ ngẫu nhiên rời rạc d-chiều
X thì được gọi là toán tử Trotter-Rényi trên không 

gian d-chiều, 1,d  được định nghĩa bởi ánh xạ 

: ,AX    sao cho 

     
   

:

,

, ( , , ) ,1

 

  
 

     



 

A f x E f X xX

f x m P X m
dm

df x x xd

  

trong đó ( , , , ) ;1 2   dm m m md   là một 

lớp các hàm thực bị chặn được xác định trên .
d  

Chuẩn của hàm f   được xác định 

 sup .
 

 


f
dx

f x  

Theo đó, khoảng cách Trotter-Rényi của hai 
vectơ ngẫu nhiên X và Y  trên không gian d-chiều 
được định nghĩa như sau: 

2.2 Định nghĩa 2: Khoảng cách Trotter-Rényi 
của hai vectơ ngẫu nhiên d-chiều X và Y, ký hiệu 

( , ; )d X Y fTR , được xác định bởi: 

( , ; ) :

sup ( ) ( ) ,

 

   
 

 



d X Y f A f A fTR X Y

Ef X x Ef Y x
dx

  

ở đây f  . 

Ta có thể dễ dàng kiểm tra các tính chất sau đây 
của khoảng cách Trotter-Rényi, kỹ thuật chứng 
minh chi tiết bạn đọc có thể tham khảo một trong 
các tài liệu Trotter (1959); Rényi (1970) và Tran 
Loc Hung (2009). 

 Khoảng cách ( , ; )
TR

d X Y f  là một khoảng 

cách xác suất. 

 Cho { , 1}
n

X n  là dãy các vectơ ngẫu 

nhiên d-chiều và cho X là một vectơ ngẫu nhiên d-

chiều. Với f  , nếu lim ( , ; ) 0



TR n

n

d X X f  thì 

khi .d
n

X X n   

 Giả sử { , 1}X nn  và { , 1}Y nn   

là các vectơ ngẫu nhiên độc lập (theo mỗi  
nhóm). Khi đó, với mỗi f   ta có

( , ; ) ( , ; ).
1 1 1

  
  

n n n
d X Y f d X Y fj j j jTR TRj j j

 (1.1) 

 Giả sử hai dãy vectơ ngẫu nhiên 

{ , 1}X nn  và { , 1}Y nn  độc lập theo từng 

nhóm. Cho { , 1}N nn  là dãy biến ngẫu nhiên 

nhận các giá trị nguyên dương và độc lập với mọi 

vectơ ngẫu nhiên , , 1X Y nn n . Khi đó, với mỗi

f  ta có 

( , ; )
1 1

( ) ( , ; ).
11

 
 


 



N Nn n
d X Y fj jTR j j

k
P N k d X Y fn j jTRjk

  

Chú ý rằng khoảng cách Trotter-Rényi và 
khoảng cách biến phân toàn phần có quan hệ mật 
thiết với nhau.  Nếu hàm f  được chọn là hàm chỉ 

tiêu xác định trên tập , 
dA  ký hiệu ( )

A
x ,  

  



Tạp chí Khoa học Trường Đại học Cần Thơ  Tập 54, Số 3A (2018): 53-58 

 56 

ta có 

 kh1 ,
(

i
)

k0 hi






x A

xA x A
 thì sup ( , , ) .




d

TR A TV
A

d X Y d   

3 CÁC KẾT QUẢ CHÍNH 

3.1 Bài toán xấp xỉ Poisson cho trường hợp 
tổng tất định 

Với 1, 2, ...,k n  cho 
kXA và 

k
Z

A  là các toán 

tử Trotter–Rényi trên không gian d-chiều được xác 

định như trong mục 2. Ở đây 
k

Z  là vectơ ngẫu 

nhiên Poisson d-chiều với vectơ trung bình 

 
1 2
, , ..., .

k k kd
p p p  Giả sử rằng 

n

Z  là vectơ ngẫu 

nhiên Poisson d-chiều với vectơ trung bình 

 (1), (2), , ( ) ,    
n n n n

d  trong đó 

 ( ) ( ) , 1, 2, ..., .
1 1

    
 

n n
j E X j p j dn k kjk k

 

Rõ ràng ta có  ,
1 


W n
Z Zkn k

 ở đây ký hiệu 

=
W

 cho hai biến ngẫu nhiên cùng quy luật phân 
phối xác suất. Ta lưu ý rằng 

 

 

,
1 !

, , ....,1 2 .


  



  

 
 
  
 



m j
pkjpd kj

P Z m e
j m j

dm m d

k

m m

 

Định lí 1 Cho  , 1X nn  là dãy các vectơ 

ngẫu nhiên độc lập, nhận phân phối Bernoulli d-
chiều trong  

 , (1), (2), , ( ) ; , ,   d X X X X d k dk k k k
với xác suất 

( ) [0,1], 1, 2, , ; 1, 2, , ;

( ) 1 [0,1].
1

    

    


 P X e p k n j djk kj

d
P X pk kjj

  

Khi đó, với mọi f   ta có 

 
2

, ; 2 ,
11   


 
 
 

n d
d S Z f f pnTR kjn jk

  

trong đó .
1

 


n
S Xn kk

  

Chứng minh. 

Theo bất đẳng thức (1.1), ta có đánh giá sau: 

   , ; , ;
1

.
1

  


 


n
d S Z f d X Z fnTR TR k kn k

n
A f A fX Zk k k

  

Hơn nữa, với mọi f   và với mọi 

, ,dx m   ta có 

     

     
     

   
 

( ) ( )

1

.
\ , , ,...,1 2



    
 

       

    


  
 

  

  

 
 





A f x A f xX Zk k

f x m P X m P Z mk kdm

f x P X P Zk k

d
f x e P X e P Z ej j jk kj

f x m P Z mkdm e e ed

  

Do đó, 

   

1 1
1

1 1

1 1
1

1

1 1
1

1 1 1

1
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2 1 2 .
1 1




 
   

 

 
 
 
 
 

 
   
   

  
 

d

d
pkjd dj
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Ta suy ra 
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up 2 .s
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Như vậy, với mọi ,f    

 
2

1 1

, ; 2 .
 


 
 
 

 
n

n d

TR n kj

k j

d S Z f f p   

Định lý đã được chứng minh. 

Hệ quả 1 Dựa trên các giả thiết của định lý 
3.1, khi 1d   chúng ta có kết quả của bài toán 
xấp xỉ Poisson trong trường hợp 1-chiều: 

  2, ; 2 .
1  


n
d S Z f f pnTR kn k

 

Nhận xét 1 Hệ quả 3.1 đã được chứng minh 
trong Tran Loc Hung and Vu Thi Thao (2013), 
Định lý 3.1 trang 5. 

Không dừng lại ở tổng tất định  
n

S , trong 

mục tiếp theo bài toán xấp xỉ Poisson trên không 
gian d-chiều khi mà chỉ số của tổng là một biến 

ngẫu nhiên  
n

N
S sẽ được nghiên cứu.  

3.2 Bài toán xấp xỉ Poisson cho trường hợp 
tổng ngẫu nhiên 

Cho { , 1}
n

N n  là dãy biến ngẫu nhiên nhận 

giá trị nguyên dương và độc lập với mỗi , 1
k

X k  

và  , 1.Z kk Giả sử rằng 
Nn

Z là vectơ ngẫu nhiên 

Poisson d-chiều với vectơ trung bình  

 (1); (2);...; ( )   
n n n n

N N N N
d   

và 

 

1

1 1

( )

, 1, 2,..., .
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n

N

N jk
k

n

n kj
n k

j E X

P N n p j d

  

Định lí 2 Cho  , 1
n

X n  là dãy các vectơ 

ngẫu nhiên độc lập, nhận phân phối Bernoulli d-
chiều trong  

 , (1), (2), , ( ) , , ,   d

k k k k
X X X X d k d  

với xác suất 

1

( ) [0,1], 1, 2, , ; 1, 2, , ;

( ) 1 [0,1].
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d

k kj

j

P X e p k N j d

P X p
  

Khi đó, với mọi f   thì 
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1 1

, ; 2 ,
 


  
  

  
 

n

n Nn
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TR N kj
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d S Z f f E p   

trong đó 
1

 
n

n

N

N k

k

S X  và 
Nn

Z là vectơ ngẫu nhiên 

Poisson d-chiều với vectơ trung bình 
nN . 

Chứng minh. 

Với mọi f   và ,dx   ta có  

     
1

, ; , ; 





 n N nn
TR N n TR n

n

d S Z f P N n d S Z f    

Khi đó theo định lý 3.1,  ta suy ra 

 

 

2

2

, ; 2
1 11

2

2
1 1

2 .
11
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n d
d S Z f P N n f pnTR N kjn n jkNn

n d
f P N n

N dn
f E

pn kjn j

k

k

p jjk

  

Định lý đã được chứng minh. 

Hệ quả 2 Dựa trên các giả thiết của định lý 
3.2, khi 1d   chúng ta có kết quả của bài toán 
xấp xỉ Poisson trong trường hợp 1-chiều: 
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Nhận xét 2 Hệ quả 3.2 đã được chứng minh bởi 
Tran Loc Hung and Vu Thi Thao (2013), Định lý 
4.1 trang 8. 

4 KẾT LUẬN 

Với kỹ thuật chứng minh tương đối đơn giản, 
bài toán xấp xỉ Poisson trên không gian d-chiều 
trong đã được giải quyết trong cả hai trường hợp 
chỉ số của tổng là tất định và ngẫu nhiên. So với 
phương pháp Stein-Chen thì khoảng cách Trotter-
Rényi có ưu thế hơn trong việc giải quyết các bài 
toán xấp xỉ trong xác suất liên quan đến tổng ngẫu 
nhiên (các kết quả có được từ phương pháp Stein-
Chen của McDonald (1980); Barbour (1988); Roos 
(1998); Roos (1999) và Barbour and Chen Louis 
(2005) chỉ xét cho trường hợp tổng tất định). Các 
kết quả thu được trong bài viết này (Định lý 1, 2) 
còn là sự tổng quát hóa các kết quả trong Tran Loc 
Hung and Vu Thi Thao (2013) khi xét cho trường 
hợp 1-chiều. Hướng phát triển của vấn đề nghiên 
cứu là sử dụng khoảng cách Trotter-Rényi cho các 
bài toán xấp xỉ hình học, xấp xỉ nhị thức âm và các 



Tạp chí Khoa học Trường Đại học Cần Thơ  Tập 54, Số 3A (2018): 53-58 

 58 

bài toán xấp xỉ khác trong xác suất trên không gian 
nhiều chiều.  
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